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CORRIGE 1 Rappel: Soient a, b € Z. On dit que a divise b s'il existe k € Z tel que b = ka.

Montrons par récurrence que la propriété 2, :« 111 divise 10572 + 103+! 4 1 est vraie pour tout € N.

e Initialisation : 111 divise 10% + 10+ 1 = 111 donc 2, est vraie.

e Hérédité : soit k € N et supposons que & est vraie.
106(k+1)+2 + 103(k+1)+1 +1= 106k+8 + 103k+4 +1= 106 % 106k+2 + 103 % 103k+1 +1
=(Ox111+1)2 x105K+2 4 (9 x 111+ 1) x 103+ + 1 = 111k + 10%%+2 4 103k+1 4 1,
ot k; = (81 x 111+ 18) x 105K+2 1 9 x 103K+ ¢ N
Par hypothese de récurrence, il existe k, € N tel que 10%5+2 +103%+1 11 = 111ks.
Finalement, 108¢+D+2 4 103K+D+1 4 1 = 111 (k; + k).
Or k; + k» € Z donc 111 divise 108k+D+2 1 103(k+D+1 4 7

On a ainsi montré &, — %, 1.

* Conclusion : 22, est vraie aurang n = 0 et est héréditaire pour tout n € N donc est vraie pour tout n € N

CORRIGE2 @ Py: 1>0estvrai.
P;: 2>1estvraidonc Py — P; est vrai
Py: 4>4estfauxdonc Py = P, est fauxet P, — P53 est vrai
P;: 8>9estfauxdonc P3 — P, est vrai
P,: 16> 16 estfauxdonc P, = Ps est vrai
Montrons que pour tout n=50na P, = Pjy;.
Soit n € N tel que n = 5. Supposons que P, est vrai.
21 = 2 x 2" > 212 par hypothese de récurrence.
Le trindme 2x* — (x + 1)* = (V2x—(x+ 1)) (V2x+ (x+ 1) = ((V2-1Dx-1) ((vV2+ Dx+1) est positif

sauf entre ses racines <0.

~24et—

V2-1 V2+1

En particulier le trindme est positif en x = n car n = 5. On a donc 2n? > (n+1)2.

Donc 2! > 2512 > (n+ 1)%. On a montré que P, = P,y pourn=5

Finalement P,, = P, est vrai pour tout n e N\ {1}
® D’aprés ce qui précede, on sait déja que P, est vrai pour n € {0;1} et faux pour n € {2;3;4}.
Montrons par récurrence que Pj, est vrai pour tout n = 5.
(a) Initialisation : 2° = 32 et 5% = 25 donc 2° > 52 et Ps est vrai.
(b) Hérédité : par la question précédente, on sait que pour tout n =5, P, = P, ;.

(c) Conclusion : P, est vrai pour n =5 et est héréditaire, donc est vrai pour tout n = 5. Finalement,
P, estvraie pour tout n € {0; 1} U [5; +o0].



CORRIGE 3 Lhérédité est fausse dans le cas P(2) = P(3).
En effet, soient A;, A,, A3 trois points distincts.
A1, Ay sont alignés sur une droite d et Az, Az sont alignés sur une droite d’'.

Les deux droites d et d’ ont un seul point commun (A,) et ne sont donc pas nécessairement confondues.

CORRIGE4 @ (a)_,

1 2 3 4
(b) On peut conjecturer que la suite (u,,) est strictement décroissante et convergente vers 1.

® Montrons par récurrence que la propriété P(n) :«0 < ;41 < Uy, < 4» est vraie pour tout 7 € N,

e te 5
¢ Initialisation : g =4 et u; = X
On abien 0 < u; < ug <4, donc P(0) est vraie.
* Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) vraie, c’est-a-dire: 0 < u,1 < u, <4

La fonction f: x— f(x) =

X
étant croissante sur [0;4] (par composition des deux fonctions

1
croissantes que sont la fonction affine x — X
f0) < f(up+1) < f(uy) < f(4) etdonc:
1 1
0< \/gsf(unﬂ) < fluy) < \/;szl

* Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour n = 0 et est héréditaire, donc est vraie pour tout
nenN

suivie de la fonction racine carrée),on a :

® La suite (uy) est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un réel £ = 0.

. . , . 1+uy
® ngrpm Upse1 = nl—l>r-il:loo un = ¢ donc d'une part nl—l>r-il:loo 5 = ¢
1+u 1+¢
et d’autre part lim moy—
n—+ 2 2

On résout donc sur [0; +co[ 'équation :
1+¢
= —

2

, 1+/ RS Lo
— (- = — car ¢ = 0 sans quoi il n'y a pas équivalence
< 2¢?-¢—1=0Le membre de gauche est un trinéme possédant une racine évidente : 1, donc il
est factorisable par £/ —1:
= {-1)2¢+1)=0
<~ ¢(=1oul= —%
< f¢=1car{=0



. 8x+3
CORRIGE5 ( (a) Lafonction f:x~— x+
X
8(x+6)—18x+3) 45

"(x) = = >
F (x+6)2 (x+6)2
Ainsi f est strictement croissante sur [1; 3]

est définie et dérivable sur [1;3] eton a:

Montrons par récurrence que la propriété P(n) :« 1 < u, < 3 » est vraie pour tout entier n = 1.

8x1+3 1a ) .
———=—-0n abien 1< u; <3, donc P(1) est vraie.
5 +6 13
e Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n) vraie, c’est-a-dire: 1 < u, <3
La fonction f étant strictement croissante sur [1;3],on a:

F) < flup) < fB)donc1 < <upyy <3

¢ Initialisation : u; =

* Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour n = 1 et est héréditaire, donc est vraie pour
tout n e N*

(b) Soit ne N.

8u,+3 8up+3—tp(Uuy+6) —u+2u,+3
Up+1 —Un = —Up= =
u,+6 u,+6 Uu,+6
Le trinéme —x2 + 2x + 3 admet -1 comme racine évidente donc est factorisable par x + 1, si bien
que:
(up+1D(—uy+3)
Upy1 —Un =

u,+6
un >1donc uy + 1 et uy + 6 sont positifs

U < 3 donc —uy + 3 est positif.
Finalement u,.; — u, est positif pour tout n € N, c’est-a-dire que la suite (u;) est strictement

croissante.
® SoitneN
Bun+3 ,  Bup+3-3(up+6)
Upt1—3 U, +6 U,+6 5u,-15 5 wu,-3 5
(@ vp1= = = = =—x =—v,
Upi1+1 8un+3+1 8up,+3+u,+6 9u, +9 9 u,+1 9
Uu,+6 u,+6
. , L. . 5 . Ug — 3 5
La suite (v,) est géométrique de raison g = — et de premier terme v = =——
9 up+1 3
(b) —1 < g <1 donc la suite géométrique (v,) tend vers 0.
® Soit neN.
5 n
Premiérement, on connait la forme explicite de v, = vy x q" = -3 (5) .
Deuxiemement, on a besoin d’exprimer u, en fonction de v, :
u,—3
v, = ] = vu(up+1) =u,-3 < uyvy+v,—-u,+3=0 < u,—u,v,=v,+3 <
n
3+v,
Up(l—vy)=vy+3 < ux= 1
Les équivalences sont assurées par le fait qu’aucun dénominateur n’est nul!
5(5\"
37319
Finalement, u, = ———;
" 5 5)"
1+
319

etdonc lim u,=3
n—+oo



